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Bartosz Kwasniewski

Wyktad 1
Algebry Banacha i ideaty

algebra = (

przestrzen liniowa +
pierscien + tacznosé

(a-b)-c=a-(b-c), (Aa)-b=a-(\b) = A(a- b).
(a+b)-c=a-c+b-c, a-(b+c)=a-b+a-c,
Aa+ b) = Xa+ Ab, a+b=b+ 3,
a+0=a, a—a=0
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Def. Algebra nad ciatem F = R, C nazywamy przestrzen liniowg A
wraz z mnozeniem - : A X A — A, ktére jest dwulinowe i taczne.

Element neutralny mnozenia (o ile istnieje) nazywamy jedynka:
l-a=a-1=a, acA.

Algebra A jest przemienna, jesli mnozenie w A jest przemienne:
a-b=b-a, a,b e A.

Prz. Algebra macierzy
Zbiér macierzy kwadratowych M,(FF) z mnozeniem macierzowym

n
[a-b],-j:Za,-kbkj, I',j:l,...,n7
k=1
oraz struktura liniowa zadana po wspétrzednych, jest algebra.

o M,(F) ma jedynke 1 = [6;]7;_;, gdzie J;; symbol Kroneckera.
o M,(TF) jest nieprzemienna chyba, ze n =1 (M (F) = F).
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Prz. Algebra grupowa F(G)

Niech F(G) bedzie przestrzenia liniowa rozpieta przez elementy grupy G
= zbidr sum 3, g8, gdzie a; € I, oraz ag # 0 tylko dla skoriczonej
ilosci g € G. Mnozenie grupowe indukuje mnozenie na F(G) wzorem

(Z agg) (Z bhh) = Z agbp gh = Z <Z agbh) k.

gcG heG g,hcG Y keG \gh=k

o [F(G) jest algebra z jedynka 1 € G.
o algebra F(G) jest przemienna <= grupa G jest przemienna.

Alternatywny opis:
Przestrzen C.(G) funkcji a: G — F o skoriczonych nosnikach ze
strukutura liniowa zadang punktowo i mnozeniem splotowym

(axb) (k)= ) a(g) - b(h)

gh=k

jest algebra izomorficzna z F(G): C.(G) 3 a— 3, . a(g)g € F(G).
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Algebry Banacha

Motywacja. Niech X bedzie przestrzenig Banacha nad F = R, C.
Przestrzen Banacha liniowych operatoréw ograniczonych B(X) jest
algebra z mnozeniem zdefiniowanym jako zfozenie operatoréw:

T.5eB(X) = ToSeB(X) oraz |ToS|<|T|-|S]
Operator identycznosciowy 1 jest jedynka w B(X) oraz ||1]| = 1.

Def. Algebrag Banacha nazywamy algebre A, ktéra jest réwniez
przestrzenig Banacha oraz norma jest submultiplikatywna, tzn.

la- bl <lall - [|bll, & beA.

Jezeli istnieje jedynka 1 € A, to zaktadamy wtedy tez, ze ||1|| = 1.
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Prz. Algebry operatoréw ograniczonych na przestrzeni Banacha X

B(X) jest algebra Banacha z 1 nieprzemienng (jesli dim(X) > 1).
Kazda domknieta podalgebra A C B(X) jest algebra Banacha.

Prz. Algebry funkcji ciagtych na przestrzeni topologicznej] M

Przestrzenie Co(M) i Cp(M) z norma ||al|cc = Supseps|a(t)] sa
przemiennymi algebrami Banacha z mnozeniem punktowym

(a-b)(t) == a(t)b(t), a,b: M —F.

Algebra Cp(M) ma jedynke 1 (jest to funkcja tozsamosciowo réwna 1).
Algebra Co(M) ma jedynke <= przestrzeri M jest zwarta i wtedy
G (M) = C(M) = Cp(M).

Sorry I'm Weird

Prz. Algebra z mnozeniem zerowym

Dowolna przestrzen Banacha X z mnozeniem
x-y:=0, x,y € X,

jest przemienng algebra Banacha bez jedynki.
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Prz. Grupowa algebra Banacha dla grupy dyskretnej G

Przestrzen ¢*(G) funkcji catkowalnych wzgledem miary liczacej na G
jest algebra Banacha wraz z mnozeniem splotowym:

(axb)(k):= Y a(g)b(h), ke G, abel(G).
gh=k

Algebra ¢1(G) jest uzupetnieniem algebry grupowej C.(G) w normie
lalli = 3= |a(g)|. Algebra ¢*(G) posiada jedynke 1 = 1y € C(G).
geiG

Algebra /1(G) jest przemienna <= grupa G jest przemienna.

Prz. Algebra splotowa L!(R)

Przestrzen L'(R) funkcji catkowalnych wzgledem miary Lebesgue’a na
R jest algebra Banacha z mnozeniem splotowym:

(e}

(F % 2)(£) ;:/ f(t—s)g(s)ds, teR,f,gel(R)

—00

Algebra [1(R) jest przemienna i nie posiada jedynki. ﬂ
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Def. Algebra Banacha A zanurza sie w algebre Banacha B jezeli
istnieje izometryczny homomorfizm 7 : A — B. Wtedy A = 7(A) i
mozemy utozsami¢ A z domknieta podalgebra 7(A) C B algebry B.

Uw. Obraz izometrii okreslonej na przestrzeni zupetnej jest domkniety

Lem. Kazda algebra Banacha A zanurza sie w algebre Banacha z

jedynka A w taki sposéb, ze A = {a+Al:a€ A XeF} minimalne
ujedynkowienie

Dowéd: Suma prosta A := A @ IF wraz z mnozeniem i norma
(a,A) - (byp) :=(ab+ Ab+pa, M), [[(a, )] = llall +[Al,
gdzie a,b € A, A\, pu € F, jest algebra Banacha z jedynka (0, 1) oraz g2

)

A > ar (a,0) € A jest izometrycznym homomorfizmem algebr.

Twierdzenie

Kazda algebra Banacha A zanurza sie w algebre operatoréw
ograniczonych B(X) na pewnej przestrzeni Banacha X.

v

Dowdd: Przechodzac do algebry A mozemy zatozy¢, ze A ma jedynke.
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Rozwazmy X := A jako przestrzeii Banacha (pomijamy mnozenie).

Korzystajac z mnozenia w A definiujemy 7 wzorem
m(a)x = a- x, aceA xeX=A

Ustalmy a € A. Z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania i
tacznosci wynika, ze m(a) jest operatorem liniowym na X. Ponadto
korzystajac z submultiplikatywnosci normy w A mamy

Im(a)ll = sup [[m(a)x]| = sup [la-x|| < sup [la]| - lx] = fla]-
=1 =1 =1

Czyli ||w(a)|| < ||al| oraz w(a) € B(X). Z drugiej strony skoro ||1|| =1,
lall = fla - 1[I = lIw(2)L]] < flw(a)ll - [[1[] = l[=(a)]-
Zatem |[|w(a)[| = |al.

Wykazalismy, ze 7 : A — B(X) jest poprawnie zdefiniowana izometria.

Z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania oraz z tacznosci

mnozenia wynika, ze m jest homomorfizmem algebr. |
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Def. Ideatem (dwustronnym) w algebrze A nazywamy podprzestrzen
liniowa | C A taka, ze A- | C | oraz | - A C A. Piszemy wtedy / < A.

Uw. Ideat jest podalgebra, ale nie kazda podalgebra jest ideatem.

Prz. Algebra macierzy M,(IF) jest prosta: nie ma ideatéw wtasciwych

Prz. Niech U bedzie otwartym podzbiorem lokalnie zwartej przestrzeni
Hausdorffa M. Algebra Co(U) zanurza sie jako ideat w algebrze Co(M).
Ponadto kazdy domkniety ideat w Co(M) jest powyzszej postaci.

[zbiory otwarte w M «— domkniete ideaty w CO(M)]

Prz. Niech N bedzie normalna podgrupa gupy G. Wtedy algebra ¢*(N)
zanurza sie w £1(G) jako podalgebra Banacha, ale niekoniecznie ideat.

Ale homomorfizm ilorazowy grup G — G/N indukuje kontraktywny
homomorfizm algebr ® : /1(G) — ¢*(G/N).

Uw. Jadro homomorfizmu algebr ® : A — B jest ideatem w A. Ponadto
jadro ker® = {a € A: ®(a) = 0} jest domkniete, jezeli ® jest ciggte.
1
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Def. Jesli / < A to przestrzen ilorazowa A/l = {a+/:a€ A} wraz z
(a+1)-(b+1):=ab+1, a,bel,

jest algebra, ktéra nazywamy algebra ilorazowa.

Tw. Jesli | < A jest domknietym ideatem w algebrze Banacha A, to
algebra ilorazowa A// jest algebra Banacha z norma

lla+ 1| := inf|la— b, acA.
bel

Dowdd:Potrzebujemy pokazaé, ze

1) ||a+ /|| ;== infpes ||@ — b|| definiuje norme (wazna domknietos¢ /)

2) A/l jest zupetna w normie ilorazowej (wazna zupetnos¢ A)

Hint: przestrzen jest zupetna < szeregi zbiezne bezwglednie s zbiezne
3) Norma ilorazowa jest submultiplikatywna (tatwe) [ |

Uw. Jesli / <A jest domkniety, to odwzorowanie ilorazowe g : A — A/l
qg(a):==a+1, a€ A jest homomorfizmem kontraktywnym (||g|| < 1)
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