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C ∗-algebry

Bartosz Kwa±niewski

Wykªad 1
Algebry Banacha i ideaªy

algebra ≡
(

przestrze« liniowa +
pier±cie« + ª¡czno±¢

)

(a · b) · c = a · (b · c), (λa) · b = a · (λb) = λ(a · b).

(a + b) · c = a · c + b · c , a · (b + c) = a · b + a · c ,
λ(a + b) = λa + λb, a + b = b + a,

a + 0 = a, a− a = 0
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Def. Algebr¡ nad ciaªem F = R,C nazywamy przestrze« liniow¡ A
wraz z mno»eniem · : A× A→ A, które jest dwulinowe i ª¡czne.

Element neutralny mno»enia (o ile istnieje) nazywamy jedynk¡:

1 · a = a · 1 = a, a ∈ A.

Algebra A jest przemienna, je±li mno»enie w A jest przemienne:

a · b = b · a, a, b ∈ A.

Prz. Algebra macierzy

Zbiór macierzy kwadratowych Mn(F) z mno»eniem macierzowym

[a · b]ij =
n∑

k=1

aikbkj , i , j = 1, . . . , n,

oraz struktur¡ liniow¡ zadan¡ po wspóªrz¦dnych, jest algebr¡.

Mn(F) ma jedynk¦ 1 = [δij ]
n
i ,j=1

, gdzie δij symbol Kroneckera.

Mn(F) jest nieprzemienna chyba, »e n = 1 (M1(F) ∼= F).
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Prz. Algebra grupowa F(G )

Niech F(G ) b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ rozpi¦t¡ przez elementy grupy G
= zbiór sum

∑
g∈G agg , gdzie ag ∈ F, oraz ag 6= 0 tylko dla sko«czonej

ilo±ci g ∈ G . Mno»enie grupowe indukuje mno»enie na F(G ) wzorem∑
g∈G

agg

∑
h∈G

bhh

 :=
∑

g ,h∈G
agbh gh︸︷︷︸

k

=
∑
k∈G

∑
gh=k

agbh

 k .

F(G ) jest algebr¡ z jedynk¡ 1 ∈ G .

algebra F(G ) jest przemienna ⇐⇒ grupa G jest przemienna.

Alternatywny opis:

Przestrze« Cc(G ) funkcji a : G → F o sko«czonych no±nikach ze

strukutur¡ liniow¡ zadan¡ punktowo i mno»eniem splotowym

(a ∗ b) (k) =
∑
gh=k

a(g) · b(h)

jest algebr¡ izomor�czn¡ z F(G ): Cc(G ) 3 a 7→
∑

g∈G a(g)g ∈ F(G ).
4 / 11



Algebry Banacha

Motywacja. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha nad F = R,C.
Przestrze« Banacha liniowych operatorów ograniczonych B(X ) jest

algebr¡ z mno»eniem zde�niowanym jako zªo»enie operatorów:

T , S ∈ B(X ) =⇒ T ◦ S ∈ B(X ) oraz ‖T ◦ S‖ ¬ ‖T‖ · ‖S‖
Operator identyczno±ciowy 1 jest jedynk¡ w B(X ) oraz ‖1‖ = 1.

Def. Algebr¡ Banacha nazywamy algebr¦ A, która jest równie»

przestrzeni¡ Banacha oraz norma jest submultiplikatywna, tzn.

‖a · b‖ ¬ ‖a‖ · ‖b‖, a, b ∈ A.

Je»eli istnieje jedynka 1 ∈ A , to zakªadamy wtedy te», »e ‖1‖ = 1.
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Prz. Algebry operatorów ograniczonych na przestrzeni Banacha X

B(X ) jest algebr¡ Banacha z 1 nieprzemienn¡ (je±li dim(X ) > 1).

Ka»da domkni¦ta podalgebra A ⊆ B(X ) jest algebr¡ Banacha.

Prz. Algebry funkcji ci¡gªych na przestrzeni topologicznej M

Przestrzenie C0(M) i Cb(M) z norm¡ ‖a‖∞ = supt∈M |a(t)| s¡
przemiennymi algebrami Banacha z mno»eniem punktowym

(a · b)(t) := a(t)b(t), a, b : M → F.

Algebra Cb(M) ma jedynk¦ 1 (jest to funkcja to»samo±ciowo równa 1).

Algebra C0(M) ma jedynk¦ ⇐⇒ przestrze« M jest zwarta i wtedy

C0(M) = C (M) = Cb(M).

Prz. Algebra z mno»eniem zerowym

Dowolna przestrze« Banacha X z mno»eniem

x · y := 0, x , y ∈ X ,

jest przemienn¡ algebr¡ Banacha bez jedynki.
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Prz. Grupowa algebra Banacha dla grupy dyskretnej G

Przestrze« `1(G ) funkcji caªkowalnych wzgl¦dem miary licz¡cej na G
jest algebr¡ Banacha wraz z mno»eniem splotowym:

(a ∗ b)(k) :=
∑
gh=k

a(g)b(h), k ∈ G , a, b ∈ `1(G ).

Algebra `1(G ) jest uzupeªnieniem algebry grupowej Cc(G ) w normie

‖a‖1 =
∑
g∈G
|a(g)|. Algebra `1(G ) posiada jedynk¦ 1 = 1{1} ∈ Cc(G ).

Algebra `1(G ) jest przemienna ⇐⇒ grupa G jest przemienna.

Prz. Algebra splotowa L1(R)

Przestrze« L1(R) funkcji caªkowalnych wzgl¦dem miary Lebesgue'a na

R jest algebr¡ Banacha z mno»eniem splotowym:

(f ? g)(t) :=

∫ ∞
−∞

f (t − s)g(s) ds, t ∈ R, f , g ∈ L1(R).

Algebra L1(R) jest przemienna i nie posiada jedynki.
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Def. Algebra Banacha A zanurza si¦ w algebr¦ Banacha B je»eli

istnieje izometryczny homomor�zm π : A→ B . Wtedy A ∼= π(A) i

mo»emy uto»sami¢ A z domkni¦t¡ podalgebr¡ π(A) ⊆ B algebry B .

Uw. Obraz izometrii okre±lonej na przestrzeni zupeªnej jest domkni¦ty

Lem. Ka»da algebra Banacha A zanurza si¦ w algebr¦ Banacha z

jedynk¡ Ã w taki sposób, »e Ã = {a + λ1 : a ∈ A, λ ∈ F}.

Dowód: Suma prosta Ã := A⊕ F wraz z mno»eniem i norm¡

(a, λ) · (b, µ) := (ab + λb + µa, λµ), ‖(a, λ)‖ := ‖a‖+ |λ|,
gdzie a, b ∈ A, λ, µ ∈ F, jest algebr¡ Banacha z jedynk¡ (0, 1) oraz

A 3 a 7→ (a, 0) ∈ Ã jest izometrycznym homomor�zmem algebr.

minimalne

ujedynkowienie

Twierdzenie

Ka»da algebra Banacha A zanurza si¦ w algebr¦ operatorów
ograniczonych B(X ) na pewnej przestrzeni Banacha X .

Dowód: Przechodz¡c do algebry Ã mo»emy zaªo»y¢, »e A ma jedynk¦.
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Rozwa»my X := A jako przestrze« Banacha (pomijamy mno»enie).

Korzystaj¡c z mno»enia w A de�niujemy π wzorem

π(a)x := a · x , a ∈ A, x ∈ X = A.

Ustalmy a ∈ A. Z rozdzielno±ci mno»enia wzgl¦dem dodawania i

ª¡czno±ci wynika, »e π(a) jest operatorem liniowym na X . Ponadto

korzystaj¡c z submultiplikatywno±ci normy w A mamy

‖π(a)‖ = sup
‖x‖=1

‖π(a)x‖ = sup
‖x‖=1

‖a · x‖ ¬ sup
‖x‖=1

‖a‖ · ‖x‖ = ‖a‖.

Czyli ‖π(a)‖ ¬ ‖a‖ oraz π(a) ∈ B(X ). Z drugiej strony skoro ‖1‖ = 1,

‖a‖ = ‖a · 1‖ = ‖π(a)1‖ ¬ ‖π(a)‖ · ‖1‖ = ‖π(a)‖.

Zatem ‖π(a)‖ = ‖a‖.
Wykazali±my, »e π : A→ B(X ) jest poprawnie zde�niowan¡ izometri¡.

Z rozdzielno±ci mno»enia wzgl¦dem dodawania oraz z ª¡czno±ci

mno»enia wynika, »e π jest homomor�zmem algebr. �
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Def. Ideaªem (dwustronnym) w algebrze A nazywamy podprzestrze«

liniow¡ I ⊆ A tak¡, »e A · I ⊆ I oraz I · A ⊆ A. Piszemy wtedy I / A.

Uw. Ideaª jest podalgebr¡, ale nie ka»da podalgebra jest ideaªem.

Prz. Algebra macierzy Mn(F) jest prosta: nie ma ideaªów wªa±ciwych

Prz. Niech U b¦dzie otwartym podzbiorem lokalnie zwartej przestrzeni

Hausdor�a M. Algebra C0(U) zanurza si¦ jako ideaª w algebrze C0(M).
Ponadto ka»dy domkni¦ty ideaª w C0(M) jest powy»szej postaci.

zbiory otwarte w M ←→ domkni¦te ideaªy w C0(M)

Prz. Niech N b¦dzie normaln¡ podgrup¡ gupy G . Wtedy algebra `1(N)
zanurza si¦ w `1(G ) jako podalgebra Banacha, ale niekoniecznie ideaª.

Ale homomor�zm ilorazowy grup G → G/N indukuje kontraktywny

homomor�zm algebr Φ : `1(G )→ `1(G/N).

Uw. J¡dro homomor�zmu algebr Φ : A→ B jest ideaªem w A. Ponadto
j¡dro ker Φ = {a ∈ A : Φ(a) = 0} jest domkni¦te, je»eli Φ jest ci¡gªe.
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Def. Je±li I / A to przestrze« ilorazowa A/I = {a + I : a ∈ A} wraz z

(a + I ) · (b + I ) := ab + I , a, b ∈ I ,

jest algebr¡, któr¡ nazywamy algebr¡ ilorazow¡.

Tw. Je±li I / A jest domkni¦tym ideaªem w algebrze Banacha A, to
algebra ilorazowa A/I jest algebr¡ Banacha z norm¡

‖a + I‖ := inf
b∈I
‖a− b‖, a ∈ A.

Dowód:Potrzebujemy pokaza¢, »e

1) ‖a + I‖ := infb∈I ‖a− b‖ de�niuje norm¦ (wa»na domkni¦to±¢ I )

2) A/I jest zupeªna w normie ilorazowej (wa»na zupeªno±¢ A)

Hint: przestrze« jest zupeªna ⇔ szeregi zbie»ne bezwgl¦dnie s¡ zbie»ne

3) Norma ilorazowa jest submultiplikatywna (ªatwe) �

Uw. Je±li I / A jest domkni¦ty, to odwzorowanie ilorazowe q : A→ A/I
q(a) := a + I , a ∈ A, jest homomor�zmem kontraktywnym (‖q‖ ¬ 1).

11 / 11


